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Sujet 1 : Probabilités et Statistique

Nous étudions ici une classe de processus avec renforcement, définie de maniere in-
formelle de la facon suivante : a l'instant n = 0, une urne contient v boules vertes et r
boules rouges (avec v > 1 et r > 1). Conditionnellement & la composition de l'urne a
Pinstant n > 0, on tire a l'instant n + 1 une boule uniformément au hasard parmi les
boules présentes, on note sa couleur puis on la remet dans I'urne. On ajoute alors dans
I'urne a > 0 boules de la couleur tirée et b > 0 boules de la couleur opposée.

On note Y,, € {0,...,n} (resp. Z, € {0,...,n}) le nombre total de boules vertes (resp.
rouges) tirées au cours des n premiers tirages. Ainsi, on a ’égalité Y,, + Z,, = n. De cette
maniere, le nombre total de boules vertes ajoutées dans 'urne apres n tirages est égal a
aY, + bZ, et le nombre total de boules présentes dans I'urne est v + r 4+ n(a + b).

Définissons plus précisément le processus étudié : soit (U,),, 5 ; une suite de variables
indépendantes et identiquement distribuées de loi uniforme sur [0, 1], définies sur un espace
probabilisé (§2, F,P). Soit (F7), 5 o la filtration engendrée par la suite (Uy),, | + Fo :=
{0,Q} et pour tout n > 1, Fy, := o (Up, ..., Uy) . On définit les suites (Y5,),, 5 g et (Zn), > g
par Yo =0et Zyg =0 et pour n > 0,

Yo+ 1,Zy)  siUppq < Vi,

1
Yo, Zn+1) s Upp1 > Vi, M)

(Yot1, Zng1) = {

Y, +bZ
Y, = St o )
v+r+n(a+b)
Ici, V,, représente la proportion de boules vertes dans I'urne apres le tirage n. On notera

R, =1—V, la proportion de boules rouges. Enfin, on notera, pour n > 1

& = Ly, <v,_1) €1{0,1} (3)

la variable aléatoire qui vaut 1 si la boule tirée au nieme tirage est verte et 0 sinon.

Le but de ce sujet est d’étudier le comportement asymptotique de la suite (V;),, - g
quand n — oo. La Partie 1 concerne des résultats préliminaires sur la suite (V,)n > . La
Partie 2 étudie le cas particulier ot b > 0 et les deux suivantes (Parties 3 et 4) s’intéressent
au cas b = 0. La Partie 2 est indépendante des Parties 3 et 4. La Partie 4 utilise les résultats
de la Partie 3, qu’il est possible d’admettre sans démonstration si nécessaire.

Rappels :

On rappelle la définition suivante : la fonction I' étant définie pour tout z > 0 par
I'(z) = fooo t*~letdt, alors pour tout «, B > 0, la fonction

I(a+ pB) o1
L(a)L'(8)

u (1 —u)’ 1y (u)



définit une densité de probabilité sur R. La loi correspondante est appelée loi Beta(a, 3).
De plus, si X est de loi Beta(a, ), X admet des moments de tous ordres et on a, pour
k>1,

k—1 )

+7
E(XF) = ozi..
(X7) ],1;[0&4-5—1-]

De plus, on rappelle le résultat d’existence suivant : pour toute fonction F' : R — [0, 1],
croissante, continue & droite telle que F(x) = 0 pour z < 0 et F(x) = 1 pour x > 1,
il existe une unique loi de probabilité u sur [0,1] dont F est la fonction de répartition :
F(x) = p(] — o0, ]), pour tout x € R.

1  Quelques observations préliminaires

1. Calculer V,, pour n > 1 dans le cas a = b > 1. Que vaut lim,,_,, V;, dans ce cas?

On suppose dorénavant dans toute la suite du sujet que a # b.
(v—i—r—l—n(a+b))Vn—l—al{Un7L1 < Vn}+b1{Un+1>Vn}
v+r+(n+1)(a+bd) :

3. Montrer que pour n > 0, E (V,1|F,) = w”tﬁjﬁggi&;?g))v"w.

4. En déduire que (V) > o est une martingale par rapport a la filtration (Fy,), > o si
et seulement si b = 0. On pourra pour cela distinguer les cas v # r (et considérer
Vo) et v =r (et considérer V7).

5. On suppose dans cette question que b = 0.

2. Montrer que, pour n > 0, V41 =

a) Montrer dans ce cas l'existence d’une variable aléatoire V. & valeurs dans [0, 1]
telle que (V},),, 5 o converge, pour n — oo, vers Vo, presque sirement et dans
LP pour tout p > 1.

b) Calculer E (V).

2 Le modele des urnes de Friedman
Le modele de Friedman correspond au cas particulier ou b > 0. Le but de cette partie
est de montrer que, dans ce cas, quelles que soient les valeurs de a > 0 et b > 0,

1
lim V,, = =, presque siirement. (4)
n—00 2

Cette partie se décompose en deux sous-parties : la premiere (§ 2.1) concerne un résultat
général de convergence de martingales et la seconde (§ 2.2) applique ces résultats au cas
du modele de Friedman.

2.1  Un résultat général sur la convergence de martingales

Soit un espace probabilisé (2, G,P), muni d’une filtration (G, ), > 0. On se donne une
suite de variables aléatoires (X, ), >0 adaptée & (Gn),, 5 o- On suppose que (X;), 5 o est
une martingale pour (G, )y > o telle que Xg =0 et E(X;) < +o0 pour tout n > 0.



On rappelle ici I'inégalité maximale de Doob : pour tout n > 0,

2 2
E< énﬁ§n|xm| > <A4E (X)),
ainsi que le Théoreme de décomposition de Doob : (X,%)n - o est une sous-martingale par

rapport a la filtration (G, ), > o qui peut s’écrire de fagon unique comme X2 = M,, + A,
ou My = Ag =0, (My),, 5 ( est une martingale par rapport a (Gn),, 5 o et ot (4yp), 5 ¢ est
un processus croissant s’écrivant explicitement sous la forme

n

Ap = Z (E (X2|Gm—1) — Xp 1) = Z:lE (Xm — Xn=1)%1Gm-1) , (n >1).

m=1
On note de plus Ay = lim,_.oo 4y,
1. a) Montrer que E (Supn >0 |Xn|2> <A4E(Ax).

b) Soit C' > 0. Montrer que N := inf{n >0, A,+1 > C} est un temps d’arrét
pour la filtration (G, )n > o-

c) Déduire de ce qui précede I'inégalité suivante : E <supn > 01 XnA N]2> <4C.

d) Montrer que la suite (X, N)n > ( converge, pour n. — 00, presque stirement et
dans L? vers une limite finie presque siirement.
e) En déduire que, sur I'événement {A,, < 400}, lim, o X, existe et est finie
presque siirement.
On s’intéresse maintenant au comportement de la suite (Xy,),, > o sur 'événement { Ao, = +00} :
soit f : [0, +00[— [1,400[ une fonction croissante telle que [ f(¢)~2dt < oo.

n Xm—mel

2. a) Montrer que le processus défini par Yo = 0et Y, := > " | v

n =1,
est une martingale pour la filtration (Gy),, 5 ¢-

b) Soit (By)n >0 le processus croissant associé a la décomposition de Doob de

An _An
(Ynz)n >0 Montrer que pour n = 0, Bpy1 — By, = m.

¢) Par un argument de comparaison & une intégrale, montrer que la série de terme

Py A —Ap
général ﬁ converge.

d) En déduire que By, < +00, puis que Y;, —— Y, presque stirement.
n—oo

e) Conclure que X,,/f(A,) —— 0 presque strement sur I’événement { Ao, = +00}.
n—o0

On rappelle ici le lemme de Kronecker : pour toutes suites numériques (a,) et
() telles que (ay,) est croissante, a, — oo et la série )y 2 est convergente,
n o0 n

alors apt S | xm — 0 quand n — oo.

2.2 Application aux urnes de Friedman

Revenons au cas du modele de Friedman (on rappelle en particulier la définition (3)
de &, ). Définissons Xy = 0 et pour n > 0, X,,41 = X, + &pr1 — Vi

1. Montrer que (X,,), > o est une martingale par rapport a la filtration (F,), > o-



2. Soit (Ay)n > o le processus croissant associé a la décomposition de Doob de (X%)n 5 0°

Montrer que, pour n > 0, A1 — A, = V,(1 = V,,).

3. Montrer que, presque siirement, y >V, = +00.

4. a) Montrer que sur I'événement {A,, < +oo}, on a Zn)f{l 7 n_)oo\ 0, presque
m=0
stirement.
ss_ 2 _ Xn .
b) Montrer que sur 'événement {A,, = 400}, on a T ey 0, puis que
Xn

Al T 0, presque stirement.
m=0Ym n—0o0

¢) En remarquant que Y, = >, &, conclure que
Y,
3 =0 Vim

5. Soit (an)n > o une suite réelle et b, =

— 1, pour n — 0o, presque slirement.

W Montrer que

limsupb,, < limsup a,.
n—oo n—oo

6. Déduire de tout ce qui précede que si pour x € R, limsup,,_,, Vi < = presque
slirement, alors lim sup,,_, % < x presque surement.

7. On suppose dans cette question que a > b.

v+bn+(a—b)Yn , oy .
—Trin(asy o o0 déduire que si, pour z € R, on a
. bt+(a—b)x

lim sup,,_, . Vi, < = presque stirement, alors limsup,, ,. Vi, < p(x) : o
presque surement.

a) En remarquant que V,, =

b) Conclure que limsup,, .,V < %
¢) Montrer (4) dans le cas a > b.

8. On suppose maintenant a < b.
r4+an+(b—a)Yn

a) Montrer que pour n > 0, R, = “otrn(ath)

b) Montrer que si, pour z,y € R, limsup,,_,o, Vi, < z et limsup,,_ .o Rn < ¥
presque stirement, alors, presque stirement

b— b—
limsup V,, < at(b=ay et limsup R,, < at(b-aj a)x.
n—00 a+b n—00 a-+b

¢) En déduire (4) dans le cas a < b.

3 A propos de variables aléatoires échangeables

Soit (X;), ~ 1 une suite infinie de variables aléatoires, définie sur un espace probabilisé
(€2, F,P). On dit que la suite (X;), ., est échangeable si pour tout n > 1, pour toute

permutation 7 de l’ensemble des indices {1,...,n}, la loi du n-uplet (Xi,...,X,) est la
méme que celle de (Xr(y,..., Xr(n)). Le but de cette partie est de montrer le résultat
suivant :



Théoréme 1. Pour toute suite infinie de variables aléatoires (X;); -, échangeable et
prenant ses valeurs dans {0, 1}, il existe une unique loi de probabilité p sur [0, 1] telle que,
pour tout n = 1, pour tout k =0,...,n,

1
P(X;=1,....,X,=1,X411=0,...,X,=0) = / (1 — )" Fu(de). (5)
0

De plus, si S, = X1+ ..., Xy, pour tout k=0,...,n

P(S, = k) = (Z) /O "L ) (). (6)

1. Unexemple : soit O variable aléatoire de loi v sur [0, 1]. Soit (U;); > 1 suite de variables
indépendantes et identiquement distribuées de loi uniforme sur [0, 1], indépendantes
de ©. Posons pour i > 1, X; = 1y, < o}- Montrer que (X;); > 1 est échangeable (on
identifiera en particulier la loi ). A quel cas correspond le cas ou v = Dirac(p) avec
pe€[0,1]7?

2. Montrer que I’égalité (6) est une conséquence directe de (5).

3.1 Un probleme de moments

3. Soit u une fonction continue de [0, 1] dans R et pour tout x € [0,1], n > 1, soit P, »

la loi de la variable aléatoire %, ou X suit une loi binomiale de parametres (x,n).

On définit

Bou(z) == f:u (%) (Z) 2k (1 — z)nk = /0 1 w(0) Py (d6).

k=0

a) Montrer que pour tout § >0, Py, ([0,1]\ [z — 6,2 +6]) < 15z

b) En déduire que le polynéme B,, ,, converge uniformément vers u sur [0, 1].

4. Pour toute suite a := (a;); > o de réels, on définit la suite Aa par
(Aa); = aj41 —ai, 120,
ainsi que les itérées successives de A définies récursivement par :
(A%); = a;, et (A™1a); = (A(ATa));, i >0, 7> 0.
a) Prouver par récurrence sur r > 0 la formule suivante :
" /r
(Ara)i = Z <> (—1)T_Jai+j, ) 2 0.
—\J
j_
b) Soient deux suites a = (a;)i >0 et b = (bj); > 0. Montrer la formule d’inversion

suivante : ,
S (1) a0 = S (0) v,

r=



Définition 2. Soit b = (by) > o une suite de réels. On dit que la suite b est complétement
monotone si pour tout r >0 et k>0, (—1)"(A"b) > 0

5. Soit p une loi de probabilité sur [0,1], X de loi u et pour k > 0, by, = fol ok p(dr) =
E(X*) son moment d’ordre k. Montrer que (bg)x >0 est complétement monotone
avec by = 1.

Etudions maintenant la réciproque : soit (bg),, » o une suite completement monotone avec
bo = 1. Il s’agit de montrer I'existence d'une unique loi p sur [0,1] dont (by), - ( est la
suite des moments.

6. Si p est une loi de probabilité sur [0, 1] dont les moments sont donnés par (bg)g > o,
montrer alors que la fonction caractéristique de p, ¢, (t f e’ i (dx) est développable
en série entiere sur R et calculer son développement en fonctlon des (bg)k > 0. Conclure
sur 'unicité d’une telle loi pu.

7. Pour tout n > 1, définissons la suite (pgn)) j=0,...,.n Par

n n N—7 A T— .
p§-’=<j><—1> (A, G=0,.m

) Montrer que pour toute suite (a])] =0,...,n

> ajpjn) => b (:) (A"a)o.
=0 =0

b) Définissant i, ({%}) = pg-") pour 7 = 0,...,n, montrer que i, ainsi construite

est une probabilité sur [0, 1] telle que pour toute fonction u continue sur [0, 1],

/01 ) i (d) Zb ( > u™)g,

n k
ué)::u<;>, k=0,....n, n>1.

8. a) Montrer que si la suite a est polynomiale de degré p > 1 (i.e. de la forme
a; = cpif + cp_lz’p_l + ...+ ¢y pour tout ¢ > 0) alors A"a est polynomiale de
degré p—rsip > r, de coefficient dominant c,p(p—1)...(p—r+1) et est nulle
sip<r.

b) En déduire que pour p > 1 et u(z) = 2P, fol 2Py, (dx) admet une limite pour
n — 00, égale a by,.

¢) Montrer que pour toute fonction continue w : [0,1] — R, fol u(z)pn (dz) admet
une limite quand n — co. On notera cette limite E(u).

9. Pour tout t € R et ¢ > 0, définissons u; . la fonction continue qui vaut 1 sur ] — oo, t],
0 sur ]t 4+ ¢, 4o00[ et linéaire entre t et ¢ + . Notons U . = E(uy.).
a) Vérifier que pour s < ¢, [luge —use,, < =2. En déduire que ¢ — Uy, est
une fonction continue et croissante. Montrer de plus que pour t fixé, € — Uy .
décroit quand e décroit vers 0.



b) En déduire I'existence d’une fonction ¢ +— F'(¢), croissante de 0 & 1, continue a
droite, telle que Uy . — F(t) pour tout t¢.
e—

c) Si F, est la fonction de répartition de u,, montrer que pour tout 6 > ¢,

1 1
/ Up—s5e (@) pn(dz) < Fo(t) < / o (2) ()
0 0

En déduire qu’en tout point ¢ de continuité de F, on a F,,(t) —— F(t).

n—o0

10. Montrer que, pourn > 1, p > 1,
1 1
/ 2Py (de) =1 —p/ 2P, (x)d.
0 0

11. Conclure sur lexistence d’une loi de probabilité p sur [0,1] dont les moments sont
donnés par (by)y, - o-

3.2 Preuve du Théoréme 1

Fixons une suite (X;); > 1 échangeable a valeurs dans {0,1}. Pour tout n > 1, k =

0,...,n, posons
Pkn ‘= ]P)(Xl = 1,...,Xk = 17Xk+1 = 0, ,Xn = 0)
et définissons by = 1 et pour tout n > 1, b, = pp, =P (X7 =1,..., X, =1).
12. (a) Montrer 1’égalité, pour n > 1
Pn—1n = Pn—1n—1 — Pnn = _(Ab)n—l'
puis

Pn—2mn = Pn—2n—1—"Pn—-1n = (Azb)n—2 .

(b) Plus généralement, montrer que pour tout k =0,...,n,

Pk = (_1)n—k(An—kb)k.

et en déduire que la suite (bg);, 5 o est complétement monotone.

13. Conclure la preuve du Théoreme 1.

4 Le modele d’urne de Polya

Le modele de Polya correspond au cas b = 0. Pour simplifier, nous supposerons dans
la suite que @ = 1. Ainsi, & chaque étape, on ajoute uniquement une boule de la couleur
tirée. Rappelons la définition (3) de &, et définissons de plus, pour tout ¢ € R, 0 =1 et
pour k > 1,

A =cle+1)... (c+k—1).
1. Pour tout n > 1, y1,...,y, € {0,1}, si k =y + ... + y,, montrer que

'U(k) r(n_k)

P(€1:y177€n:yn):m

7



. Montrer I'existence d’une loi de probabilité p, sur [0, 1] vérifiant, pour tout n > 1,
k=0,...,n,

1
]P)(Sl = 17 s 7§k = 17§k+1 = 07 s 7671 = O) = /0 xk(l - x)n_k:u’oo(dx)

. En calculant P ({1 =1, ...,&, = 1) pour tout p > 1, déduire de ce qui précede que
oo est la loi Beta(v, ).
. Soit f une fonction continue sur [0, 1]. Montrer que E ( f (%)) = fol By ¢ () proo (de).

. Montrer que (%)n >0

loi de (V,,),, >0

. Conclure que V, suit une loi Beta(v, r).

converge en loi vers pio pour n — co. En déduire la limite en

Fin du Sujet 1



SUJET 2 - ANALYSE NUMERIQUE

Notations

Les parties 1, 2, 3 et 4 peuvent étre traitées de facon indépendante.

On note ici P, ’ensemble des fonctions polyndmiales a coefficients réels de degré inférieur
ou égal a n, P = Up>0Pn, et P := {p, € Pn, pn(x)>0,Vz € [0,1]} C P, l'ensemble des
fonctions polynémiales positives sur [0, 1].

Introduction

Le probléme classique d’interpolation d’une fonction f : [0,1] — R consiste, étant donnés des
points &y < - -+ < &, de [0, 1], & trouver un élément de P, vérifiant p,(&;) = f(&) pour 0 < i < n.
Il existe un unique polynéme répondant a ces conditions, appelé polynéme d’interpolation de
Lagrange. La partie 1 de ce probléme s’intéresse a ce résultat classique.

On peut alors se poser la question suivante : si la fonction f est strictement positive sur
I'intervalle [0, 1], est-il possible de trouver des points (§;)o<i<n tels que le polynéme d’interpo-
lation de Lagrange en ces points soit positif sur [0, 1] ? Ce probleme étant difficile & traiter, on
s’intéressera ici & une interpolation par morceaux de f sur des sous-intervalles de taille h, avec
0 < h < 1. On se ramene alors a interpoler la fonction fy(z) := f(hx) sur l'intervalle [0, 1]. Le
probléme considéré ici (traité dans la partie 4) s’écrit alors de la fagon suivante

Probléme 1. Trouver hy €]0,1] tel que pour tout h € [0, ho] il existe n+1 points d’interpolation
0<& < <& <1 tels que le polynéme interpolation de Lagrange de fy, : [0,1] — RT en ces
points vérifie : p, € P;T.

La méthode développée ici repose sur une caractérisation des polynomes positifs sur [0, 1],
donnée par le Théoreme de Lukacs.

Théoréme 1 (Lukécs). Soit p, € Py,.
e Sin=2m, alors p, € P," si et seulement si p, peut s’écrire sous la forme
Pn(2) = am(2)® + (1 — 2)bm-1()?, (1)
avec Ay € Py €t b1 € Pr_1.
e Sin=2m+1, alors p, € P, si et seulement si p, peut s’écrire sous la forme
Po(@) = wam () + (1 — 2)bn ()%, (2)
avec Ay, € Py €t by, € Py

Il est clair que les polyndmes de la forme (1) ou (2) sont bien dans P,. La partie 2 de ce
probléme s’intéresse a montrer la réciproque.

La rigueur et la clarté de la rédaction seront prises en compte dans la notation.



1 Préliminaire : interpolation d’une fonction

On considére ici une fonction f: [0,1] = R, et 0 <& < -+ <&, <1 n+ 1 points deux a deux
distincts de [0, 1].

1. Prouver l’existence et 'unicité du polynéme d’interpolation de Lagrange p, € P, de f en
oy - -+, &n, Clest-a-dire vérifiant p,(&;) = f(&) pour 0 < i < n.

2. On suppose f de classe C"*1 sur ]0,1[. Soit = € [0, 1] fixé. Montrer qu'il existe y, €]0, 1|
(dépendant de z) tel que

() 1
f(z) = pn(r) = mg(ﬂf —&).

n

Indication : on pourra considérer la fonction g(t) = f(t) — pn(t) — pa H(t — &), ot la
i=0

constante p, est choisie de facon a avoir g(x) = 0.

3. On note g, le polynéme d’interpolation de Lagrange de fj en &, ..., &,. Déduire de la
question précédente une estimation de || f, — pnllco dépendant de h, de n et de M,,41 =

1" oo, = sup [FOFD ().
z€[0,1]

4. On prend ici n = 2, (&, &1,&2) = (0,1/2,1). Exhiber une fonction f positive sur [0, 1] telle
que son polynoéme d’interpolation de Lagrange p € Py en &, &1, &2, ne soit pas dans Py
Indication : on pourra commencer par trouver un polynome p tel que p(0) > 0, p(%) > 0,
p(1) > 0 mais négatif sur un sous intervalle de [0, 1], et contruire ensuite f.

2 Une preuve du Théoréme de Lukacs

On s’intéresse ici a démontrer le Théoreme 1.
5. Prouver le Théoréme 1 pour n = 1.
6. Cas n = 2. Soit ps € 732+

(a) Montrer que dans le cas ou p2 s’annule en 0 ou 1 on peut écrire p; comme produit de
deux éléments de P; et en déduire qu’il peut se mettre sous la forme (1).

(b) On se place maintenant dans le cas ot p2(0)p2(1) > 0. On va montrer que py peut se
mettre sous la forme po(z) = a;(x)? + z(1 — x)b3, avec by € R et a; € P; qui change
de signe sur ]0, 1.
i. On suppose que ps puisse se mettre sous une telle forme. Exprimer dans ce cas
a1(z)? en fonction de /p2(0) et 1/p2(1), et by en fonction de z* et pa(x*), ot x*
est un point de ]0, 1[ bien choisi.

ii. Conclure.

7. On suppose n pair, n = 2m. Soit p, € P;’.

m
(a) Prouver que p, € P, peut s’écrire sous la forme p,, = H qk, avec q € 73; .
k=1
(b) En déduire que p,, peut s’écrire sous la forme (1).
Indication : on pourra écrire q € 772+ comme le module au carré d’une fonction a
valeurs dans C.

8. Déduire du cas précédent le résultat dans le cas ot n est impair.
Indication : on peut remarquer que si p, € Py, 1, alors xp, € Py, .



3 Interpolation dans P;

Etant donnée une fonction f : [0,1] — R** le but de cette section est de montrer I'existence
de deux réels distincts o*, §* € (0,1) tels que le polynéme p3 d’interpolation de f en 0,a*, 8%, 1
soit positif. On fait dans toute la suite les hypotheses suivantes

f est de classe C! sur [0, 1] (3)
inf > 0. 4
L F@) (4)

9. On consideére deux réels distincts o*, 8* € (0, 1), avec o* < $*, une fonction f : [0,1] — R**
et ps € P3 son polynéme d’interpolation en 0, a*, 8%, 1. On suppose que ps est positif et,
grace au théoréme de Lukacs, on ’écrit

p3(z) = zay(z)? 4+ (1 — z)by (z)? avec aj € P1, by € Pr.
(a) Montrer que a;(8*) = b1(a*) = 0 si et seulement si

a(l) _ —afa) h(B*) _ —bi(0)
1—5*_5*—04* /B*—O[*_ a*

A partir de maintenant et jusqu’a la fin de la question 9, on suppose que ai(S*) =
b1(a*) =0, a1 est croissante et by est décroissante.

(b) Montrer que aj(a*) < 0, a1(1) > 0, b1(0) > 0, b1(8*) < 0.

(¢) Déterminer aj(a*),aq(1),b1(0),b1(8*) en fonction de a*, 8* et des valeurs de f en
0,a*, g*, 1.

(d) En déduire que (o, f*) vérifie le systeme
(X): o =K(p",0(8Y)), pr=1-K(1—-a",na))

ou avec K(z,r) := riv\}%, 0 et i des fonctions dépendant de f que I'on précisera.

(e) Montrer que le systéme (X) est équivalent au systéme
(X): F(a’)=0, B =y(a"),

ou F' est une fonction continue sur [0, 1] et dérivable sur |0, 1], vérifiant F'(0) = 0 et
F(1) = 1. On explicitera les fonctions F et 1) en fonction de K et f.

10. On considére les fonctions K et F' introduites aux questions 9d et e.

(a) Montrer que F'(z) est négative au voisinage de 0.

(b) Montrer que pour tout = €]0,1[ et pour tout r >0, 0 < K(z,r) < x.

(c) En déduire que le systéme (') posséde au moins une solution (a*, 3*) dans ]0, 1[2,
vérifiant o < g*.

(d) Conclure.



4 Interpolation dans P,

Cette partie s’intéresse a la problématique annoncée dans le Probleme 1. On fait ici encore les
Hypotheses (3) et (4) sur la fonction f. On se limite & étudier le cas d’un entier n impair :
n=2m+1.

4.1 Etude du cas f, =1

Dans cette partie on s’intéresse au cas d’une fonction f constante (prise ici égale a 1).
Pour m > 0 on définit les fonctions T, et Uy, sur [—1,1] par les relations

sin(m#)

T (cos(f)) = cos(mB) VO € R; et U (cos(8)) = Sin(0)

Vo ¢ nZ, (5)

en prolongeant U,,(x) par continuité en z = —1 et x = 1.
11. On montre dans cette question que les fonctions T}, et U, sont polynomiales sur [—1,1].

(a) Etablir une relation de récurrence liant Tyyy1, T, €t Th_1.
(b) En déduire que T, € Pp,.

(c) De fagon similaire, prouver que U, € Py,—_1.

On pose, pour z € [0, 1],

A (z) =Ty, (22 — 1) = 2(1 — 2)Upy (22 — 1),
{ =Tm 2z —1)+ 22U, (22— 1).

12. Montrer que
Ty (2)? + (L= 2)by(2)? =1, Vo e[0,1]. (6)

Indication : pour x € [0,1] on pourra introduire l’angle 0 € [0, 7] tel que 2x — 1 = cos(h).
13. On s’intéresse ici aux racines de a,, et b,,.
(a) Montrer que pour z €]0,1], a,,(z) peut s’écrire
cos (Qm—;le)

5 , ot § = arccos(2x — 1).
cos(3)

an,(z) =

(b) En déduire que a,,, a m racines réelles dans ]0, 1], que ’on exprimera.
(c) Montrer de fagon similaire que b,, a m racines réelles dans |0, 1[, que 1’on exprimera.

(d) Montrer que les racines de a,,,, notées ﬁl, . ,ﬁm, et les racines de b,,,, notées ay, . . ., ap,_1,
possedent la propriété d’entrelacement suivante

O0<ap<fB, <--<p <L (7)

14. On pose éo =0 et a,, = 1. Montrer que 'on a

O () = <_1\/§ij, bm(ﬁi) = (11>_H;: pour i € {0,...,m},
_1\t+m+1
a (Oéi)_(;;;); pour i € {0,...,m — 1},
/ (=1 .
,m(ﬁl)zm pour i € {1,...,m}.

4



4.2 Cas général d’une fonction f;, vérifiant (3) et (4)

Soit I, = {(x1,...7m) CJ]0,1[™, 0 <y < -+ <z, < 1}; pour

(Ck,ﬁ) - (Oé(),. <y m—1; 517" . 75771) S [7%17

Bo =0, oy =1, et h €0,1], on définit a,, ,[a] comme I"'unique polynéme de P, vérifiant

amplal(ag) = (=1)7™ Julei) pour 0 <i<m
%
et by, »[f] I'unique polynéme de P, vérifiant
bal18) = (0 (PO pour0 <<

ainsi que I'application ©,, j, : I2, — R?™
Omn(a; B) = (bmpn[Bl(@0), - bin[Bl(am—1), ampla](B1), - ., amp[a](Bm)) -
15. Montrer qu’il suffit de déterminer (o, ) € I2, vérifiant
Omn(a,B) =0
pour obtenir un polydéme de P, interpolant fj, en n + 1 points distincts.

16. Montrer que

am70[g] = f(O)Qma bm,O[ﬁ] =V f(o)bma et @m,O(Q7 é) = 0,

ol Gy, by, a, B ont été introduit dans la partie 4.1.

17. Soit (a, B) € IZ,. On souhaite ici démontrer I'inversibilité de la matrice jacobienne de ©,,, ,
évaluée au point X := (o, 3), notée Jg,, ,(X). On considere la décomposition par bloc de

Jo,. o, B)

B Dl(a,ﬁ) Ml(avﬂ)
Jo,,0(, B) = <M2<a,5) Dg(@ﬁ))

ot Di(a, ), Da(c, B), Mi(a, 5), Ma(cx, B) sont des éléments de M, m(R).

(a) Montrer que Dq(a, 3) et Da(a, B) sont des matrices diagonales inversibles.

(b) On souhaite ici montrer que M;j(a, ) et Ma(a, ) sont nulles. Pour x € [0,1] et

ag € I,,,, on introduit

q<$7 Oé()) = am,O[(aovglv <o 7Qm71)](x) - am,O[(Qle? s 7Qm71)]<x)'

i. Montrer que ¢(x, ap) peut s’écrire sous la forme

a(z, o) = O )<<—1>m 1—am<ao>> I - o).

[hi<i<m(ao —a; Qo 1<i<m

ii. En déduire que

ili. Conclure.



18.

19.

(c) En déduire que Jo,, ,(a, 3) est inversible.
On note T la fonction définie sur [0, 1] x I2, & valeurs dans R?™ définie par
I'(h, X) = Opp(X).

Montrer que I' peut étre prolongée par une fonction de classe C* sur J x I2,, ot J est un
ouvert contenant [0, 1].

Conclure la résolution du Probléme 1.

FIN DU SUJET 2
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